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 )مقاله مروری( گیاهان نژادیبهدر  های واریانسلفهؤمی هاگربرآوردکاربرد 
 

 *امیدعلی اکبرپور

 

 آبادلرستان، خرمدانشگاه  ،دانشکده کشاورزی ،نباتات اصلاحاستادیار، گروه زراعت و 
 

 (27/02/1396 تاریخ پذیرش: –19/10/1395 )تاریخ دریافت:

 

 چکیده
ي آگاهي از ساختار ژنتيكي صفت مورد بررسي، ميزان تأثير عوامل محيطي و اثر متقابل عوامل نژادبه  برنامهبراي اجراي هر 

ت. به طبع آن اسضروري یک امر بر تحليل نتایج ثابت و تصادفي بودن فاکتورها ثير أتاطلاع از  و همچنينژنتيكي و محيطي 

ز هاي واریانس امولفه برآوردبراي و دام برخوردار است.  گياه نژاديبهاهميت زیادي در  هاي واریانس ازتجزیه و تحليل مولفه

ها گر در برخي موقعيت ها که دادهبرآوردیكي از مهمترین آنها است. این  ANOVAشود که مي گرهاي زیادي استفادهبرآورد

 Maximum) گرهاي حداکثر درستنمایيبرآوردناکارآمدتر از  ،شوندمي برآوردهاي واریانس منفي و مولفهنامتعادل هستند 

Likelihood; ML) و حداکثر درستنماي محدود شده (Restricted Maximum Likelihood; REML)  هستند. لذا هدف از این

با  REMLو ANOVA ،MLهاي هاي واریانس به روشمولفه برآوردو مقایسه  مختلط هاي خطيمدلبررسي مروري تحقيق 

 .است آزمایشيهاي استفاده از داده

 نهاي واریانس، رگرسيولفهؤمحدود شده، م يحداکثر درستنمایي، حداکثر درستنمایتجزیه واریانس، ، برآورد :کلیدی واژگان

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 akbarpour.oa@lu.ac.ir ، آدرس پست الکترونیکی:نویسنده مسئول *



 

2 

 اکبرپور  گیاهاندر اصلاح های واریانس ی مولفههابرآوردگرکاربرد 

 مقدمه
 ادينژبهاصلي براي  عملي وژنتيک صفات کمي، مبناي 

 (Fisher, 1925)سال اخير بوده است. فيشر  100در  گياهان

هاي واریانس بنيان جدیدي براي ژنتيک کمي مؤلفه با ارائه

گذاري کرد. اکثر صفاتي که براي  پایه گياهان نژاديبهو 

ابل قگران گياه و دام که اهميت اقتصادي دارند صفات نژادبه

به  تغييرات مربوط بيشترهستند و  (متریکگيري )اندازه

اي، تغييرات متریک هستند. تعداد صفات کمي تكامل ذره

 . اصولا هربسيار زیاد استقابل مطالعه در موجودات عالي 

ان صفت عنوگيري باشد بهصفتي که پيوسته و قابل اندازه

 .(Falconer and Mackay, 1996) مي قابل مطالعه استک

نيازمند یادگيري اصول رگرسيون و تجزیه  گياهگران نژادبه 

اي و هاي مزرعهواریانس براي اجراي مناسب آزمایش

آزمایشگاهي هستند تا بتوانند پارامترهایي نظير 

هاي عمومي و خصوصي، پذیريپذیري، ترکيبوراثت

 ایستهشهاي ژنتيكي و سود ژنتيكي را به نحو همبستگي

 رايبر خطي و غيرخطي محاسبه و تحليل کنند. بنابراین آما

 .(Acquaah, 2009)است  لازم و ضروري گياهان نژاديبه

 همختلفي در محاسب هايدر تحقيقات از برآوردگر

در اما  ؛شودپارامترهاي ژنتيكي دام و گياه استفاده مي

تحقيقات داخلي مطالعات محدودي انجام شده است 

(Akbarpour et al., 2015a; Akbarpour et al., 2015b 

Ismaili et al., 2016) هاي واریانس، و براي برآورد مولفه

از به ندرت پذیري و همبستگي ژنتيكي وراثت

 به ویژه در بخش گياه REMLو  MLیي نظير هابرآوردگر

. یكي از دلایل عدم استفاده از شده استاستفاده 

محاسبه پارامترهاي  جدید  دربرآوردگرهاي متعدد و 

ور محققين کش اطلاع کافيعدم  گياهان ژادينبهژنتيكي در 

از قدرت برخي  آگاهينسبت به این برآوردگرها و یا عدم 

تر پارامترهاي از این برآوردگرها در تخمين درست و دقيق

تشریح و بسط  مرور،ژنتيكي است. لذا هدف از این 

ه و محاسب گياهان نژاديبهبرآوردگرهاي آماري پرکاربرد در 

یح این باشد. در تشرتيكي با استفاده از آنها ميپارامترهاي ژن

ها جبر ماتریس از خوانندهبر آن است که ها فرض روش

 اطلاع کافي دارد.

هاي با تجزیه داده در این قسمت مروري بر: رگرسیون

به  شود.ارائه مي هاي رگرسيونمدل توزیع نرمال توسط

 ارائهروش زیر  به رگرسيون در  مدل خطيطور کلي 

 :گرددمي

  (1)رابطه 

که ماتریس طرح  X ؛بردار ارزش مشاهدات وابسته yکه 

را به عوامل ثابت یا تصادفي  متغيرهاي مستقل مشاهدات

بردار پارامترهایي که تخمين   ؛کنددر بردار بتا مرتبط مي

انحراف از مدل برازش یا  هاهباقيماند ɛشوند و بردار زده مي

  .باشدمي شده

 
برازش رگرسيون خطي روي نقاط داراي توزیع  -1 شكل

 نرمال
Figure 1. Linear regression fitting on the points 

with normal distribution 
 

کواریانس )ماتریس -واریانسبه ساختار  برآورد 

بستگي دارد. واریانس  ɛها یعني هکواریانس( بردار باقيماند

y گردد.به صورت زیر محاسبه مي 

 (2)رابطه 
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نيز به صورت  واریانس خطا 

 در نظر گرفته شود، پس n= 3. اگر شودارائه ميزیر 

  (3)رابطه 

 حداقلاز طریق  چنانچه معادلهماتریس واحد است.  Iکه 

داراي توزیع نرمال  هاباقيمانده. OLS)1(مربعات حل شود 

د، یعني نباشمي  ,0)(با ميانگين صفر و واریانس 

. (Neter et al., 2004) باشندمي مستقلها همگن و باقيماند

ها همبسته یا ناهمگن باشند، خطا داراي چنانچه باقيمانده

-توزیع نرمال چند متغيره با ميانگين صفر و واریانس

که  . بردار ~ MVN(0, V) e :باشدمي Vکوواریانس 

( برآورد 2)بيانگر اثرات ثابت است با استفاده از معادله 

 .(Lynch and Walsh, 1998) شودمي

مربعات بدین شرح است که خطاي مدل  حداقلروش 

برآوردي نيز حداقل خطا را پارامترهاي  ، لذاشودمي حداقل

 ,.Graybill and Iyer, 1994; Neter et al)خواهند داشت 

2004). 

  

 باشد.که روش ماتریسي آن به شكل زیر مي

  (4)رابطه

با باشد. مي ماتریس  برگردان  که

 ،فوق به شرح زیربسط 

  

یک اسكالر است و  است و   چون

 ،، لذابرابر است با  ، یعنيخود برگردانبا 

  (5)رابطه 

و برابر با صفر قرار دادن  با مشتق گيري معادله نسبت به 

 .نمودرا برآورد  بردار توان ميآن 

  (6)رابطه 

 گردد.با معادله زیر برآورد مي در نتيجه بردار 

  (7)رابطه 

                                                           
1- Ordinary Least Squares 

2- Rank 
3- Full Rank 

به صورت خطي به  هاي ماتریس ستونچنانچه   

 رتبهکمتر از  2همدیگر وابسته باشند، یعني مرتبه ماتریس

معكوس یونيک براي آن وجود ندارد و متعاقبا ، یک آن باشد

 bبردار  ضرائب دربراي  ي نيزمنحصر به فرد برآوردهاي

به معناي  3. ماتریس با رتبه کاملنخواهد داشتوجود 

هاي ماتریس از همدیگر استقلال خطي سطرها و ستون

گر با یكدیهاي ماتریس که است و هر تعداد از سطر و ستون

 دیابرابطه خطي داشته باشند رتبه ماتریس کاهش مي

(Graybill and Iyer, 1994) توان به را مي (1). معادله

 بيان کرد. صورت زیر

  (8)رابطه 

یک ماتریس خودتوان است و  که 

HH=H ،است. لذا 

  (9)رابطه 
( در یک ماتریس متغير Aدر مواقعي که یک عدد ثابت )

(Yضرب مي ) ،زیر حاکم است. روابطشود 

 W = AY (10)رابطه 
E(A) = A 

 E(W) = E(AY) = AE(W) (11)رابطه 

  (12)رابطه 

ماتریس واریانس کواریانس خطاي مدل که براي تخمين 

( استفاده 12از معادله ) ؛e = (I-H)y :عبارت است از

 شود.مي

  (13)رابطه 

اسووووووت و    چوووون

. هوومووچوونوويوون    بوواشووووودمووي 

( به   13باشووود. لذا معادله )     مي 

 شود،نهایي زیر نوشته مي شكل

  (14)رابطه 

ریس ماتو جبر دو شكل خطي تجزیه واریانس رگرسيون به 

 روشکه جبر ماتریس نيز به دو  شودمحاسبه مي

شود. مجموع ائه ميار 5غيرکوادراتيک و 4کوادراتيک

)y)Ay کوادراتيک صورتمربعات به   د نشونوشته مي

4- Quadratic 

5- Non-Quadratic 
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 اکبرپور  گیاهاندر اصلاح های واریانس ی مولفههابرآوردگرکاربرد 

 Graybill) متفاوت است Aکه براي هر منبع تغيير ميزان 

and Iyer, 1994; Neter et al., 2004) .مثال  به عنوان

ي شود که برامجموع مربعات کل به صورت زیر محاسبه مي

 است. ر ياین منبع تغي

  (15)رابطه 

 
که در  yیعني یک بردار یكان با ابعاد بردار  ؛ که

مجموع مربعات خطا نيز به  شود.برگردان خود ضرب مي

 است.شكل زیر 
 

 
 

 

 ،(8)معادله  ا توجه بهب

در نتيجه مجموع خواهد بود و   و لذا 

 شود.مربعات خطا به صورت زیر محاسبه مي

  (16)رابطه 

براي محاسبه مجموع مربعات رگرسيون نيز از و در نهابت 

 شود.روابط زیر استفاده مي

  (17)رابطه 

 
داري ضرائب رگرسيون نياز به خطاي آزمون معنيبراي 

 محاسبه واریانسباشد، لذا براي معيار هر یک از ضرائب مي

یعني .شودمي( استفاده 12از معادله ) bبردار 

است و  که 

 بنابراین، 

 (18)رابطه 
 
 
 
 

کمترین مقدار مربعات : رگرسیون به روش تعمیم یافته

به صورت  e ~MVN (0, V)نيز با فرضيات زیر  1تعميم یافته

اگر  .(Lynch and Walsh, 1998) شودارائه مي (3رابطه )

                                                           
1- Generalized Least Squares 

فقط باقيمانده باشد،  ،بخش تصادفي مدل

 است. 

  (19)رابطه 

وجود دارد که  بتابراي محاسبه بردار  عمومي ساختاریک 

که این روش  ،است 2از طریق محاسبه معكوس تعميم یافته

 اقدفشود و ماتریس در زماني که دترمينان ماتریس صفر مي

 Sahai and) شودبه شكل زیر ارائه مي است،معكوس 

Ojeda, 2004). 

  (20)رابطه 

 معكوس تعميم یافته  که 

قابل ذکر است که حل معادلات به روش کمترین  باشد.مي

مقدار مربعات تعميم یافته از طریق معكوس ماتریس، الزاما 

تعميم یافته نيست. استفاده از روش  معكوس به روش

 هایي است که دترمينانمعكوس تعميم یافته صرفا در زمان

ماتریس صفر است. در رگرسيون به روش کمترین مقدار 

فته، محاسبه مجموع مربعات به شكل مربعات تعميم یا

 با  Xو  با  yکوادراتيک فقط با جایگریني 

 ,Henderson, 1984; Lynch and Walsh)گردد انجام مي

1998). 

  (21)رابطه 

(22)رابطه    

(23)رابطه    

ابل تكرارپذیر، ق اثر ثابتیک : اثرات ثابت و تصادفی

به  تحقيق است.سطوح مطالعه شده در  تعميم به همان

رقم سویا با همدیگر مقایسه  سهعنوان مثال وقتي عملكرد 

 علاوه بر خصوصيات رقم یک اثر ثابت است، زیرا ،شودمي

، هر رقم اثر یكساني بر کليه مشاهدات مربوط به بيان شده

خود دارد. مدلي که تمامي متغيرهاي مستقل آن ثابت باشد، 

اي مستقل یک مدل مدل ثابت نام دارد. اگر همه متغيره

 ،به عنوان مثال. گویندتصادفي باشند، مدل را تصادفي مي

چنانچه  .2Fهاي نسل انتخاب چند لاین گندم از بين لاین

2- Generalized Inverse 

n

1
A I J

n
 

J 11

SSE e e (y - Xb) (y - Xb)  

=y y - 2b'X'y + b'X'Xb
1=y y - 2b X y + b X X(X X) X      

y=y y - 2b X y + b IX y=y y - b X y       

b X (Xb) y (Hy)


     

H H b X' =y H 

y y - b X y=y y - y Hy=y (I-H)y     

1b = (X X) X y= Ay 1A=(X X) X 

1A =X(X X) 

 2

ee ~  MVN 0,  R

 1 1  X V X X V y


   
1

 1 1  X V X X V y


   

 1X V X


 1X V X

1

2R y


1

2R X


1 1 1 1

12 2 2 2
n n

1 1
SST y R (I J )R y y (R R J R )y

n n

   
    

 
1

1 1 1 1 1SSE e R e y R R X X R X X R y


          
  

 
1 1

1
1 1 1 1 2 2

n

1
SSR y R R X X R X X R R J R y

n

 
    

     
 



 1396/  1شماره  / 4 جلد / های ژنتیک گیاهیپژوهش

5 

اشد تصادفي ب هم فاکتورو  فاکتور ثابت همکه در یک مدل 

 .(2006et al. Littell ,) نامندمي 1آن مدل را مختلط

مدل خطي تجزیه واریانس : 2مدل خطی یک طرفه

 .باشدميطرفه به صورت زیر یک

  (24)رابطه 

ها؛ ، ميانگين کل جمعيتام؛ iام از تيمار j، مشاهده که 

 ام که iتيمار  ثابت، اثر 

اميدریاضي صفر  ،توزیع نرمال با، خطاي تصادفي 

. با در نظر استو واریانس  

به  ijyگرفتن اثر تيمار به صورت تصادفي اميد ریاضي 

 شود.صورت زیر تعریف مي

  (25)رابطه 

و  داراي واریانس در مدل تصادفي 

 است. بنابراین داراي واریانس  

  (26)رابطه 

شوند. در هاي واریانس ناميده ميمولفه و  که 

باشد اما در مدل تصادفي مي مدل ثابت 

 ها صفر است.است و اميد ریاضي  

 100بيش از  آبادکه در شهرستان خرم شودميفرض 

 .گاوداري وجود دارد که امكان مطالعه همه آنها وجود ندارد

به تصادف از بين  گاوداري 10 براي یک تحقيق اگر تعداد

ن و در هر گاوداري ميزا شودانتخاب  گاوداري 100این 

 ،حال. در این ودگيري شگاو اندازهراس  6شير توليدي براي 

. ودشبه صورت تصادفي انتخاب  تواندمي گاوداري فاکتور

فاکتوري که تصادفي انتخاب شود داراي چند ویژگي است 

باشد، دوم اول اینكه آن فاکتور داراي توزیع احتمال مي

د و باشيها ماینكه نتایج آن قابل تعميم به سایر گاوداري

بيني سوم اینكه اثر گاوداري قابل برآورد نيست بلكه پيش

که به عنوان اثر ثابت در  مشابه زماني شود. اگرچه مي

 اندکياما اطلاعات  ،نيست برآوردنظر گرفته شود قابل 

ميانگين توليد شير  به عنوان مثال  .درباره آن وجود دارد

                                                           
1- Mixed Model 
2- One-Way ANOVA 

مشاهده است. سوالي که در اینجا  inام که داراي iگاوداري 

یک مقدار  وجود دارد این است که چگونه بر اساس 

اختصاص دهيم؟ اگر به عنوان اثر تصادفي  عددي به 

را آن ،ناميده شود ،مقدار اختصاص داده شده به

بيني شده را مقدار پيشبلكه آن گویندمقدار برآورد شده نمي

در  راي پارامتر است و زیرا مقدار برآورد ب ،نامندمي

است   چونمدل تصادفي پارامتر نيست. 

ي از ميانگين شرط دلذا بای ،و داده آن قابل استفاده نيست

et al. Searle ,) سِرل و همكاران .شوداستفاده  

و  اندبه همدیگر وابسته و  بيان داشتند که  (2006

داراي تابع توزیع نرمال مشترک دو متغيره با ميانگين و 

 واریانس زیر هستند.

  (27)رابطه 

با توجه به ویژگي شناخته شده تابع توزیع نرمال مشترک 

 توان مي ،کند( عمل مي72دو متغير که از رابطه )

 .(Bertsekas and Tsitsiklis, 2008) را بسط داد

  (28)رابطه 

 و  از طرفي 

 در نتيجه،است، 

 (29)رابطه 
 
 

نيز  و  ( براي مقادیر92( و )72با توجه به رابطه )

 رابطه زیر برقرار است.

  (30)رابطه 

 

  (31)رابطه 

 3بيني نااریب خطيرا بهترین پيش (31( و )30رابطه )

(BLUPاز اثر تصادفي مي )طور که در این رابطه نامند. همان

 شود اثر تيمار در حالت ثابت از رابطه مي مشاهده

 آن را بهترین و استیک مقدار ثابت که  شودمحاسبه مي

3- Best Linear Unbiased Prediction 
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 BLUP. در روش نامند( ميBLUE) 1برآورد نااریب خطي

پيش ضرب  BLUEها در یک ضریب از نسبت واریانس

باشد و  مناسب. اگر مدل خطي کندو آن را تعدیل مي شده

MSA  ازMSE ( به سمت 31مقدار رابطه ) ،بيشتر باشد

یعني اگر اثر تيمار در حالت  کند،ميل مي 2انقباضي شدن

ني کمتر بيميزان پيش ،در مدل تصادفي ،ثابت مثبت باشد

شود و اگر در حالت ثابت اثر تيمار منفي باشد در مدل مي

. شودبيني بيشتر از مقدار ثابت ميتصادفي ميزان پيش

هاي ناشي از توزیع قطعيتعدم  BLUPبيني به روش پيش

 .(Yang, 2010)نماید احتمالي را تعدیل مي

( 25( و )24مدل خطي تجزیه واریانس خطي از فرضيات )

 کند.تبعيت مي

 (32)رابطه 
 

شود. بر اساس قانون مي مقدار 

 ،، و اميدریاضي 

 (33)رابطه 

 

  (34)رابطه 

  (35)رابطه 

اسوووووكوووئوور   داراي توووزیووع کوواي   Aفوواکووتووور   

و خووطووا نوويووز داراي توووزیووع   

) اسووووت a(n-(1اسووووكوووئوور بووا درجووه آزادي کوواي

) (2004 ,Sahai and Miguel). 

تجزیه : روش ماتریس هبتجزیه واریانس مدل خطی 

( 1روش ماتریس به صورت معادله ) باواریانس مدل خطي 

یک بردار از  ماتریسي  مدلشود. در نوشته مي

 ~ yاست که به صورت  Var(y) = Vميانگين کل است، 

                                                           
1- Best Linear Unbiased Estimator 
2- Shrinkage 

N(µ , V) شود. مدل ماتریسي محاسبه مجموع نوشته مي

 مربعات تجزیه واریانس به فرم کوادراتيک زیر است.

  (36)رابطه 

بسته به نوع متعادل بودن و نامتعادل بودن آزمایش و  Qکه 

ا ب آزمایش یکباشد. در واریانس متفاوت مي تنوعمنبع 

متعادل، مجموع مربعات کل، خطا و تيمار به  هايداده

 ،شوند( محاسبه مي17( و )16(، )15ترتيب، مشابه روابط )

 .داراي دترمينان صفر باشد ي که ماتریس در صورت

تفاده یافته اساز روش تعميم ،معكوس ماتریس محاسبهبراي 

 گردد.مي

  (37) رابطه

  (38)رابطه 

  (39)رابطه 

یا مجموع عناصر  3با استفاده از قانون محاسبه اثر ماتریس

توان نشان داد که مي ،روي قطر ماتریس مربع

 بنابراین، 

  (40)رابطه 

 
و   چونبه معني اثر ماتریس است.  trکه 

 هست؛ لذا، 

  (41)رابطه 

 ( ،40) با( 41) رابطه جایگزینيبا 

  (42)رابطه 
 

یک ماتریس خودتوان است.  Qهمانطور که قبلا بيان شد 

و  در مدل ثابت تجزیه واریانس یک طرفه 

به بعدي  nیک ماتریس مربع  nIاست. که 

( به صورت زیر 42است، بنابراین رابطه ) تعداد مشاهدات

 شود.تعریف مي

  (43)رابطه 

3- Trace 
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در صورت متعادل بودن طرح آزمایشي 

( به صورت زیر نوشته 43معادله ) 

 شود.مي

 (44) رابطه
 

 

 

از معكوس  در صورت عدم تعادل 

 شود،تعميم یافته استفاده مي

 (45)رابطه 
 

 

 

 ،Searle (1971)با توجه به اثبات 

  (46)رابطه 

  (47)رابطه 

 
 ،در نتيجه

  (48)رابطه 

در نتيجه  ،، آنگاهباشد اگر 

 براي مجموع مربعات کل،

  (49)رابطه 

(Sahai and Ojeda, 2004). 

 :مدل تصادفی طرح کاملا تصادفی با روش ماتریس

به ) یک مدل خطي ءتمامي اجزا شود چنانچهیادآوري مي

نامند. تصادفي باشند، مدل را تصادفي مي (ميانگين کل جز

در طرح کاملا تصادفي به دليل وجود یک منبع تغيير و با 

شود. کل مدل خطي تصادفي مي ،فرض تصادفي گرفتن آن

 مدل تصادفي طرح کاملا تصادفي به شرح زیر است.

  (50)رابطه 

بردار اثرات ثابت  b( است. n×1بردار مشاهدات ) y که

(p×1 .است )u ( بردارq×1 اثرات تصادفي است که )q  برابر

( n×1بردار ) eبا تعداد سطوح براي اثرات تصادفي است. 

ماتریس طرح که  Xبردار تصادفي اثرات باقيمانده است. 

را در )زی باشددر طرح کاملا تصادفي بردار یک مياستثناً 

فقط بردار مربوط به  Xاین طرح اگر تيمار تصادفي باشد، 

( که n×qماتریس طرح ) Z. را در خود دارد( ميانگين

. متغير کندمرتبط ميمشاهدات را به اثرات تصادفي 

در طرح کاملا تصادفي با در نظر  است. 

 ،گرفتن تيمار به عنوان فاکتور تصادفي بخش ثابت مدل

 .(Henderson, 1984)است  Xb = µميانگين کل است و 

  (51)رابطه 

 
  (52)رابطه 

 (53)رابطه 

 
 
 
 
 
اميد ریاضي مجموع مربعات در طرح کاملا تصادفي براي 

 :شودفاکتور تيمار به صورت زیر تعریف مي

 (54)رابطه 
 
 

 
قسمت  (17)با توجه به رابطه  که 

شود. اميد ریاضي مجموع صفر مي دوم معادله 

 :باشدمي زیرمربعات خطا نيز به شرح 

   (55)رابطه 
 

، با جایگذاري جمله که در اینجا 

 .(Searle, 1971) گردداول و سوم صفر مي

 دهاي واریانس باشد که بایبردار مولفه فرض کنيد،

منابع تغيير مدل   بردار مجموع مربعات sبرآورد شوند، و 

معادله خطي از  با ،باشد. اميدریاضي مجموع مربعات

یک بردار از  E(s)یعني  .استبرابر هاي واریانس مولفه

 دهندنشان مي که آن را با  ،معادلات خطي است

(Searle et al., 2006). 

  (56)رابطه 
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بر  از  ANOVAبرآورد  ،C  براي مقادیر غيرمنفرد

، قابل تخمين است ( در معادله 56اساس رابطه )

 یعني

  (57)رابطه 

 براي مدل یک طرفه با اثرات تصادفي از طریق 

 توان بيان داشت که،مي

 (58)رابطه 

 

 

 
 زکه هر جز ا توان بيان داشت،مي( 58( و )57از رابطه )

 sهاي واریانس یک ترکيب خطي از مجموع مربعات مولفه

 یا الزامي در خاص هيچ ویژگي ذاتي ،است. علاوه بر این

هميشه غيرصفر   عناصر بردار نيست که ذکر شده روابط

که  زماني، ANOVAبرآوردگر  بر این، درعلاوه باشند. 

MSA < MSE ،شود. برآورد منفي برآورد مي  است

 نامطلوبهاي هاي واریانس یكي از ویژگيمنفي مولفه

. ویژگي (Searle et al., 2006) است ANOVAبرآوردگر 

( 57است. برآورد رابطه ) 1مثبت این برآوردگر نااریبي

 هميشه نااریب است زیرا،

  (59)رابطه 
است. اگرچه  ANOVAبرآوردگرهاي ویژگي  ،نااریبي

یک مزیت ها برآورد ميانگين براي ANOVA درنااریبي 

به این   ایراددو هاي واریانس در برآورد مولفهاست، اما 

. اول اینكه اگر نااریبي برآوردگر وارد استنااریبي 

ANOVA  هاي واریانس مولفه چرااست قابل قبول

بنابراین برآورد منفي از  ؟شوندنفي برآورد د منتوانمي

یک عيب محسوب ، هاي واریانس براي این برآوردگرمولفه

                                                           
1- Unbiasedness 
2- Best unbiasedness 

در عمل براي برخي از محققين  مسئلهشود. توضيح این مي

مختلف کار دشواري است. بنابراین استفاده از 

هاي واریانس برآوردگرهایي که برآورد منفي از مولفه

آیند محققين خوش ولي شندبااگرچه اریب  ،دهندنمي

. دليل دوم این است که مفهوم نااریبي زماني معنا دارد است

از یک آزمایش نمونه  ،یادداشت برداري شده هايکه تكرار

هاي کاملا ها از آزمایشد. در بيشتر مواقع دادهنبرداري شو

ها حجيم شوند بلكه در اکثر موارد دادهنمي ثبتکنترل شده 

معناي دقيقي وجود ندارد. به عنوان مثال  بوده و تكرار به

در یک منطقه که مورد  هاآوري عملكرد شير گاوجمع

وي فاقد یک الگ ،دسترسي هستند و اغلب نامتعادل هستند

اي به معن یک دادهباشند، لذا تكرار یكسان در طول زمان مي

تكرار همان الگو در شروع یادداشت برداري نيست. در 

ودن ب نااریباي است که به گونهبرداري واقع، ماهيت نمونه

راي بغير عملي است. بنابراین افراد ممكن است  برآوردگر،

 هايدادهبه جاي نمونه برداري از هاي واریانس توجيه مولفه

هاي رکورد براي برآورد مولفه 1500000با حجم زیاد مانند 

 . لذا همانطور(Searle et al., 2006)واریانس استفاده کنند 

بيان داشتند، برآورد  (Kempthorne, 1968)کمپتورن  که

نااریب ميانگين در تخمين اثرات ثابت ممكن است در 

باشد زیرا باقيمانده حاصل از  درست ANOVAروش 

ر برآورد ، اما دنداثرات ثابت داراي روند سيستماتيكي نيست

 پذیرفتني نيست. الزاماًهاي واریانس مولفه

هاي روش یكي دیگر از ویژگي 2نااریببهترین برآورد 

ANOVA  است. بهترین برآورد نااریب به این معناست که

در بين برآوردگرهاي نااریب پارامترها، برآوردگري بهترین 

 Casella)است که کمترین واریانس ممكن را داشته باشد 

and Berger, 1990) با رعایت فرضيات نرمال بودن .

(Graybill and Wortham, 1956)  نشان دادند که براي هر

یكي از بهترین  ANOVAمدل تصادفي، برآوردگر 

بر است.  3هاي نااریب به همراه آمار بسنده کافيبرآوردگر

3- Complete sufficient statistics 

2
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را  ، محققاست که دانستن آناي بسنده آماره ،تعریف طبق

براي تخمين پارامترهاي  ي ممكنهانمونه کليهاز داشتن 

 سازد.نياز ها بيتوزیع نمونه

این است  ANOVAهاي مثبت برآوردگر ویژگيدیگر از 

است. این  1هاي متعادل داراي آماره بسنده کمينهکه در داده

 ,Casella and Berger)هاي استباط آماري مفهوم در کتاب

1990; Mood et al., 1974)  به طور مفصل شرح داده شده

ر آماره بسنده کمينه ب یعني براي یک مدل تصادفي،است. 

ها و مجموع پایه فرضيات نرمال، ميانگين حسابي داده

شود. بنابراین برآورد مربعات تجزیه واریانس تعریف مي

که توابع خطي از  ANOVAهاي واریانس با روش مولفه

ي یعن ،هاي بسنده کمينه هستندمجموع مربعات است آماره

دهند، در عين حال که اطلاعات کافي از جمعيت ارائه مي

 کمتري نسبت به سایر برآوردگرها دارند. واریانس

در برآورد  2عدم یكتایي ،ANOVAها منفي یكي از ویژگي

 هاي نامتعادل استهاي واریانس به خصوص در دادهمولفه

(Aitkin, 1978; Nelder, 1977) در حقيقت زماني که .

ها نامتعادل هستند، از معكوس تعميم یافته براي پيدا داده

ر شود، بنابراین یک مسيهاي ویژه استفاده ميماتریسکردن 

براي برآورد اثرات اصلي و متقابل وجود  ي،منحصر به فرد

هاي مختلفي وجود دارد زیرا اثرات ساده و ندارد بلكه راه

نيستند و تا به حال هيچ مدلي براي از هم متقابل مستقل 

واریانس متغير وابسته به مجموع مربعات  تفكيک

وشان و مستقل از هم ارائه نشده است. به عنوان غيرهمپ

در برآورد مجموع مربعات سه فاکتور جنس، سن و  ،مثال

اثر متقابل نسبت به  هاي نامتعادلاثر متقابل آنها در داده

. کنديممتغير پاسخ توجيه  کمتري از واریانس اثرات اصلي

تيجه به این معناست که اختصاص ميزان مجموع ناین 

ه ترتيب قرار گرفتن فاکتورها در مدل بستگي دارد مربعات ب

و این مشكل عدم یكتایي باعث سردرگمي محققين و حتي 

ها شده آماردانان براي انتخاب بهترین روش تجزیه طرح

. به طور کلي از زماني که (Der and Everitt, 2002)است 

                                                           
1- Minimal sufficient statistics 

2- Lack of uniqueness 
3- Maximum likelihood 

سه روش محاسبه تجزیه واریانس هندرسون ارائه شده 

ها براي (، تحقيقات زیادي از این روشI, II, IIIاست )

با این وجود  ،اندهاي واریانس استفاده کردهبرآورد مولفه

برآورد  نظير ANOVAمشكلات و نقاط ضعف برآوردگر 

منفي، فقدان یكتایي در برآوردها، نبود خصوصيات توزیعي 

مناسب و عدم روشي مفيد براي مقایسه انواع برآوردهاي 

وجود دارد که  (Henderson et al., 1974) مختلف آن

هاي متعدد دیگري مانند روش باعث شده است روش

( و حداکثر درستنمایي محدود ML) 3حداکثر درستنمایي

et al. Searle ,) و استفاده شوند( بررسي REML) 4شده

2006). 

 ،حداکثر درستنمایي: (MLروش حداکثر درستنمایی)

تكنيكي است که در آن پارامترهاي داده با حداکثر احتمال 

شوند. به عبارتي پارامتر برآورد شده ممكن برآورد مي

 Neter et) بيشترین سازگاري ممكن را با نمونه داده دارند

al., 2004) .،فرض کنيد یک جامعه نرمال  به عنوان مثال

 و ميانگين ناشناخته است. سه داراي انحراف معيار 

از جامعه  183y=و  111y ،=152y=نمونه تصادفي با مقادیر 

شوند. فرض مورد نظر به صورت تصادفي انتخاب مي

 است.  فرضي این سه نمونه که ميانگين شودمي

و انحراف معيار  25داراي توزیع نرمال با ميانگين  a-2شكل 

 هارائسه مشاهده تصادفي نيز در شكل  موقعيتاست.  5

شده است. این سه مشاهده در سمت چپ توزیع نرمال به 

مطابقت کمتري  هستند. بنابراین  شرط

سه مشاهده در  b-2هاي مذکور دارد. در شكل با داده

اطراف مرکز توزیع قرار دارند، بنابراین مطابقت بيشتري با 

دارند. روش حداکثر  ها یعني ميانگين داده

 iy( در pdf) 5توزیع احتمالدرستنمایي از تراکم یا تجمع 

( به عنوان معيار iy)براي مثال ارتفاع نمودار در محل 

در  iyکند. اگر مطابقت مشاهدات با پارامتر استفاده مي

قسمت انتهاي توزیع نرمال باشد، ميزان ارتفاع مشاهده کم 

4- Restricted maximum likelihood 

5- Probability density function 

5 

25 

25 25 

15 
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( و اگر در مرکز باشد ميزان ارتفاع آن زیاد a-2است )شكل 

 (.b-2است )شكل 

 
(a) 

 
(b) 

 
 18iY ,15 ,11=در  µتابع تراکم براي دو مقدار  -2شكل 

 Figure 2. The density of the probability 

= 11, 15 , 18 idistribution for two µ at Y 

توان با استفاده از تابع تراکم براي توزیع احتمال نرمال، مي

بيان  1fکه با  1yميزان تراکم یا به عبارتي ميزان احتمال براي 

به صورت زیر محاسبه  µشود را در دو مقدار ميانگين مي

 :کرد
 

 

 

 

 
و  15تراکم یا ميزان احتمال سه مشاهده براي دو ميانگين 

 اند.( ارائه شده1در جدول ) 25

  

                                                           
 
 

تراکم یا ميزان احتمال سه مشاهده در مقدار  -1جدول 
 µمتفاوت 

Table 1. Density function or probability value of 
three observations for different µ 

µ = 25 µ = 15  
0.007915 0.289692 1f 

0.053991 0.398942 f2 

0.149727 0.333225 f3 

هاي تصادفي از نمونه n; : : : ; y2; y1yکه  شودميفرض 

عيت تب احتمالي که از یک توزیع تجمعي استیک جمعيت 

ممكن است یک بردار باشد  θنمایند. پارامتر مي

 تبه صور، تابع حداکثر درستنمایي 

 .استزیر 

  (60)رابطه 

ب ضرحاصلدر این تابع، حداکثر درستنمایي پارامتر از 

هر یک از مشاهدات تصادفي به شرط وقوع  وقوعاحتمال 

 گردد. بنابراین در مثال مورد نظر،پارامتر مذکور محاسبه مي

 
 

 شود، مقدار درستنمایي همانطور که مشاهده مي

است. روش حداکثر  کمتر از  خيليیک عدد 

نمایي مقدار پارامتر جامعه را در زماني که بيشترین درست

 کند.بدست آید، برآورد مي (Lنمایي )مقدار درست

به طور کلي سه روش براي برآورد کردن پارامترها با روش 

حداکثر درستنمایي وجود دارد که شامل روش تحليلي، 

هاي عددي هستند. در این جستجوي سيستماتيک و روش

مثال از روش سيستماتيک استفاده شده است. در روش 

ر مد نظر رامتنمایي نسبت به پاتحليلي، مشتق تابع درست

شود و معادلات براي گرفته و برابر با صفر قرار داده مي

هاي جستجوي شوند. روشبدست آوردن پارامتر حل مي

هاي صعود از تپه مانند الگوریتم اي و الگوریتمشبكه

Raphson-Newton ،1BHHH ،2DFP هاي و سایر روش

 .(King, 1998)دیگر در منابع متعدد وجود دارند 

بي با پذیر، آهنگ متناساریتم طبيعي یک تابع ضربلگ چون

با افزایش تابع )دارد  Lکاهش و افزایش تابع ضرب پذیر 

L  افزایش درLog L  و با کاهشL  کاهش درLog L  دیده

1- Berndt, Hall, Hall, and Hausman 
2- Davidson-Fletcher-Powell 

1 2 p ,  (  , )     

n

1 n 1 n i

i=1

L ... ) P( ... | ) = P( | )( | y y y y y   

50.007915)(0.053991)(0.149727) 6.39L( 25 8 2) 0( 4 1     

0.289692)(0.398942)(0.333225)L( 15) 0.038511(   

25 

15 
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پذیر لگاریتم گرفته شده و به ، از توابع ضرب(شودمي

 Sorensen and) گردندصورت لگاریتم مجموع بررسي مي

Gianola, 2007). 

  (61)رابطه 

اگر چندین پارامتر ناشناخته در هر تابع وجود داشته باشد، 

تابع درستنمایي لگاریتمي براي هر پارامتر مشتق گرفته شده 

و برابر با صفر قرار داد شده و در نتيجه مقدار پارامتر 

 شود.محاسبه مي

 (62)رابطه 

 

 

 
وزیع در ت عنوان مثال،به تعداد پارامتر ناشناخته است.  mکه 

 نرمال، تابع درستنمایي به صورت زیر است.

 (63)رابطه 
 

 

 
گيري تابع درستنمایي به پارامتر ميانگين و که با مشتق

 شود.واریانس، برآورد آنها به صورت زیر محاسبه مي

  (64)رابطه 

 

 (65)رابطه 

 

 

 

، با فرض اینكه واریانس برابر با 

با  هايروش درستنمایي تخمين اریبي از واریانس در نمونه

دهد، بنابراین هرچه تعداد نمونه بيشتر باشد تعداد کم مي

 تر استتخمين روش درستنمایي به واقعيت نزدیک

(Lynch and Walsh, 1998) اگر واریانس به صورت .

 برآورد شود، 

 (66)رابطه 
 

 

 
 در نتيجه،

  (67)رابطه 
توان بيان داشت که برآورد مي )67توجه به رابطه )با 

 يهاواریانس با روش حداکثر درستنمایي به ویژه در نمونه

 حداکثر درستنمایيکوچک متاثر از مقدار ميانگين است و 
2 شود که ميانگين تخمين زده شده با این فرض برآورد مي

لذا قسمت  ،برابر است µبدون اشتباه برآورد شده و با  

 ،استپوشي شده چشماست، الزاما مثبت دوم عبارت که 

رآورد مقدار واقعي باز ي بيش بنابراین واریانس با کمي اریب

 .(Lynch and Walsh, 1998) گرددمي

  (68)رابطه 
، ابهامات زیادي در برآورد به روش حداکثر در مرور منابع

نمایي وجود دارد. اگر به طور دقيق تعریفي از برآورد درست

ML یک نقطه از فضاي پارامتري باشد و اگر  دبای ،باشد

اي وجود داشته باشد، در همان نقطه تابع چنين نقطه

درستنمایي داراي بيشترین مقدار است. در برخي از مسائل، 

هند دکه یک نتيجه منحصر به فرد مي MLروش برآوردهاي 

برآوردهاي درستي هستند. اما در  ،و شناخته شده هستند

برخي از مسائل پيچيده، معادله درستنمایي ممكن است 

داراي چند جواب باشد و فضاي پارامتر ممكن است به یک 

تعيين برآوردهاي درست به  ،همگرایي نرسد. در این مسائل

احتي حل کردن معادلات درستنمایي صرفا به ر MLروش 

. راه حل هر دوي این (Sahai and Miguel, 2004) نيست

سيرل و همكاران هاي واریانس ها در کتاب مولفهموقعيت

(Searle et al., 2006)  .مثال، به  به عنوانارائه شده است

هاي تكرار شونده براي هاي نرمال، الگوریتماستثنا طرح

n

i

i 1

L( ) Log L( ) Log p(y | )


    

n
2

i

i 1

1
V (y y)

n 

 

n
2

i

i 1

1
V (y y)

n 

 

2
2V (y )   

y

2

V
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وع ن بر حسبحداکثر کردن تابع درستنمایي نياز است و 

ماتریس طرح، مقادیر پارامترهاي مورد نظر و نوع الگوریتم 

استفاده شده ممكن است همگرایي یا عدم همگرایي در 

اشته وجود دفضاي پارامتر به وجود بياید. اگر این همگرایي 

 تکه حداکثر درستنمایي کلي اس بودتوان مطمئن ، نميباشد

و یا مكاني و مقطعي. براي فائق شدن بر مشكل چند ریشه 

نمایي و عدم تطابق بودن برآوردهاي درست حداکثر درست

بين آنها و همچنين برآورد درست پارامترها، برخي از 

 Lehmann) اندهاي خاصي پيشنهاد دادهحلآماردانان راه

and Casella, 2006; Small et al., 2000) در تحقيقي .

(Barnett, 1966) هاي عددي براي یافتن ریشه از روش

 و پنج روش عددي ه استمعادلات درستنمایي استفاده کرد

 .است هبراي یافتن ریشه معادلات درستنمایي پيشنهاد داد

ا ها بتحت فرضيات نرمال، برآورد پارامترهاي برخي مدل

اثرات ثابت با استفاده از روش درستنمایي مشابه روش 

قدار مربعات باشد. بنابراین ممكن است انتظار نيز کمترین م

هاي واریانس برآورد شده در روش این باشد که مولفه

ANOVA  وML  .یكسان باشد که این انتظار اشتباه اشت

تواند داراي برآوردهاي منفي از مي ANOVAبرآوردگر 

و در  MLدر حاليكه برآوردگر  ،هاي واریانس باشدمولفه

و برآورد  هستندفاقد این ویژگي  REML ادامه برآوردگر

هاي هاي واریانس ندارد. برآوردهاي مولفهمنفي از مولفه

ساده و  MLواریانس و همچنين اثرات ثابت توسط روش 

هاي نامتعادل یک روش مستقيم نيستند. همچنين در داده

هاي واریانس وجود ندارد. در براي تخمين مولفه مشخص

طرح یک طرفه معادله درستنمایي به  ،هاي متعادلداده

 .(Sahai and Miguel, 2004) صورت زیر است

  (69)رابطه 

( به صورت 69با استفاده از لگاریتم تابع درستنمایي معادله )

 شود.زیر نوشته مي

 (70)رابطه 

 
معادلات  و  ، نسبت به  ln(L)با مشتق جزیي 

درستنمایي و برابر با صفر قرار دادن معادله تخمين پارامترها 

 به صورت زیر است.

 (71)رابطه 
 

 (72)رابطه 

 

 (73)رابطه 

 
هاي واریانس، حداکثر در برآوردهاي مذکور براي مولفه

شود.  و  منجر به مقادیر منفي ممكن است  Lکردن 

س هاي واریانبنابراین این معادلات برآورد درستي از مولفه

 ,Sahai and Thompson)سهاي و تامپسون لذا  ،دهندنمي

هاي واریانس با یک روش ساده براي یافتن مولفه (1973

ارائه دادند. برآورد غيرمنفي  و  محدودیت غيرمنفي 

ML  به صورت زیر است. ارائه شدهبا روش 

  (74)رابطه 

  (75)رابطه 

2

..

2 2 2 2 2

e e a e a

1 1 1
an a(n 1) a

2 2 22 2 2
e e a

an(y )1 SSE SSA
exp

2 n n
L
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2

e
2

a

2

e
2

a

2

e
2

a

2

e

SSE SSA SSE
,ML min ,

a(n 1) an

 
   

 

2

a

1 SSA SSE
,ML max ,0

n a a(n 1)

  
    

  



 1396/  1شماره  / 4 جلد / های ژنتیک گیاهیپژوهش

13 

 شود، اگر مي مشاهده( 57همانطور که در رابطه )

برابر با صفر در  باشد، مقدار واریانس  MSEکمتر از 

 شود.نظر گرفته مي

دل در م: روش ماتریسی حل معادلات حداکثر درستنمایی

( 50خطي با اثرات ثابت و تصادفي تيمار به صورت رابطه )

( به روش 63مشابه معادله ) yتابع چگالي احتمال داده 

 ;Hartley and Rao, 1967) شودماتریسي زیر ارائه مي

Harville, 1977; Henderson, 1984; Lynch and Walsh, 

1998; Schaeffer, 1998; Searle et al., 2006; Sorensen 

and Gianola, 2007). 

  (76)رابطه 

 
 .معادله مذکور به شرح زیر استلگاریتم طبيعي 

  (77)رابطه 

 
در این معادله چندین پارامتر ناشناخته وجود دارد که شامل 

و  شامل  Vو اجزا مولفه  βبردار ثابت 

هستند. اگر مشتق جزئي براي معادله لگاریتم  

ا شود و معادله برابر بدرستنمایي نسبت به هر جز گرفته 

ار شود که براي بردارامتر برآورد ميشود هر پصفر قرار داده 

 به صورت زیر است. βثابت 

 (78)رابطه 

 
 

معادله نهایي برآورد پارامترهاي ثابت به  ،که با بازترتيبي

 باشد.شكل زیر مي

  (79)رابطه 

به اجزا تصادفي مولفه  Lبراي بدست آوردن مشتق معادله 

سي گيري ماتریواریانس لازم است که چندین رابطه و مشتق

باشد و عناصر آن تابعي  Mیادآوري شود. اگر ماتریسي بنام 

باشد، روابط زیر براي مشتق این ماتریس برقرار  Xاز عناصر 

 است.

  (80)رابطه 

  (81)رابطه 

انگين افراد از مي با توجه به رابطه ميانگين مربعات انحرافات

( که عبارت بود از 66جمعيت در معادله )

، مشابه 

این حالت در شكل ماتریسي نيز قابل انجام است که به 

 شود.صورت زیر انجام مي

  (82)رابطه 

 
اسوت. مشوتق معادلوه بوه      بورآوردي از   به طوریكوه  

شوود.  گرفتوه موي   و  هواي سواده واریوانس    مولفه

اجووزا تصووادفي و خطوواي  در اینجووا حوواوي   Vعبووارت 

اسووت. بووا اسووتفاده  آزمووایش

هووواي واریوووانس،  بوووراي مولفوووه  از ترمينولووووژي 

 گردند.حاصل مي Vعبارات زیر از مشتق 

 (83رابطه )
 

 اگر

 اگر 

( و استفاده از 77( به جاي معادله )82با جایگزیني معادله )

 گيري نسبت به ( پس از مشتق81( و )80معادلات )

 .گرددمعادله عمومي زیر حاصل مي

 (84)رابطه 
 

 
 

تابعي از   قابل ذکر است که

برآوردگر حداکثر . هاي واریانس برآورد شده استمولفه

 هاي واریانس را با قرار دادن نمایي، مولفهدرست

( و با حذف قسمت انتهایي معادله به صورت 84در معادله )

 :کندزیر برآورد مي

  (85)رابطه 
شود هم اثرات طور که در این معادله مشاهده ميهمان

 .دنشومي مشاهدهتصادفي و هم اثرات ثابت در این معادله 

ابتدا یک ماتریسي با عنوان  ،محاسبات ساده تر شدنبراي 
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شود که معادله بالا بر حسب در زیر تعریف مي Pماتریس 

P شوددر ادامه محاسبه مي: 

  (86)رابطه 

حاصل از این  ترکاربردينتيجه  خاص،همچنين به طور 

 ،تغيرات عبارت است از

  (87)رابطه 
( را به صورت 85توان معادله )( مي87با استفاده معادله )

 زیر نوشت.

  (88)رابطه 

هاي مولفهیا  Vشود که تابعي از استفاده مي از  Pبه جاي 

واریانس است، لذا این ماتریس نيز برآورد شده است. 

اما این تخمين مشابه تخمين  ،نيست کاملا واضحاگرچه 

هاي مولفه( است. 68حداکثر درستنمایي معادله )

( برآورد 88توسط رابطه ) و  هايواریانس

که در هر دو طرف معادله قرار دارند. همچنين  ،دنشومي

 کليمستتر است. به طور  در  معكوس ماتریس 

هاي افزایشي و نمایي براي مدلهاي درستبرآورد

 هاي واریانس به صورت زیر است.مولفه

 با فرض،

 ( 91رابطه )

خطا در قسمت که  به این معناست mاز صفر تا  iاندیس 

رابطه  و استچپ معادله با جز تصادفي مدل ادغام شده 

 برقرار است.( 92)

 رابطه )92(      

                                                           
 

 
 

ها لاین فرمو ،فاکتوراز یک  تصادفي بيشمعادلات  براي

)فاکتور تصادفي مولفه واریانس  m+1قابل تعميم هستند و

حل این قابل برآورد است. به همراه خطاي آزمایش( 

اول اینكه برخلاف . استمهم معادلات داراي دو ویژگي 

این بخش که یک حالت بسته و بدون  ابتدايساده در  مدل

استفاده شد،  µوابسته به واریانس براي برآورد اثرات ثابت 

 تابعي از ماتریس  نمایي اثرات سادهحداکثر درست در

مولفه واریانس است  چندینداراي  نيز هست که  

دوم اینكه در این معادلات . تخمين زده شوند دکه بای

تابعي از  نيز  ، بنابراینلحاظ شده است معكوس

راه  یکدر نتيجه . استهاي واریانس توابع غيرخطي مولفه

تخمين . حل ساده براي حل این معادلات وجود ندارد

 هايالگوریتمنيازمند  و  ، βنمایي حداکثر درست

هستند که در نهایت منجر به تخمين  1تكرارشونده

. (Lynch and Walsh, 1998)شوند هاي واریانس ميمولفه

هاي واریانس نياز است که ماتریس براي محاسبه دقيق مولفه

هاي واریانس که عبارت است از مجانب یا واریانس مولفه

 شود. (، محاسبه77مشتق دوم معادله )

 ( 93رابطه )

ماتریس داده  (Bishop, 1992)اساس اثبات بيشاپ  بر

 شود.محاسبه مي (94)از طریق معادله  2فيشر

  (94)رابطه 

مشتق دوم تابع  Hباشد. ماتریس مي 3ماتریس هسين Hکه 

 هاي واریانس است.حداکثر درستنمایي به مولفه

 

1- Iterative 

2- Fisher information matrix 
3- Hessian matrix 
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  براي (89)رابطه 

  براي  (90)رابطه 
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 (               95رابطه )

                  (             96رابطه )

 

استفاده  1براي محاسبه واریانس از الگوریتم نيوتن رافسون

شود. این الگوریتم اگرچه کند است ولي در برخي مي

هاي معادلات روش بسيار مفيدي براي برآورد مولفه

است. این الگوریتم تا  REMLو  MLواریانس به روش 

 یابد.ادامه مي همگرا شدن و برابري 

 (97)رابطه 

 

 
ماتریس  Hهاي واریانس، عبارت است از مولفه که 

و مجموع مربعات فاکتورها است  2بردار محاسبه Sهسين و 

(Lynch and Walsh, 1998; Searle et al., 2006). 

ایده روش حداکثر : حداکثر درستنمایی محدود شده

درستنمایي محدود شده در ابتدا توسط اندرسون و 

و بعد از آن  (Anderson and Bancroft, 1952)بانكرافت 

 (Thompson and Moore, 1963)توسط تامپسون و مور 

 REMLمتعادل تصادفي ارائه شد. روش  هايدادهبراي 

هاي نامتعادل توسط پترسون و تامپسون براي داده

(Patterson and Thompson, 1971)  ارائه شد. روش

                                                           
 
 

REML کند. بخش غير ثابت تابع درستنمایي را حداکثر مي

این است که به بخش ثابت  REMLدو مزیت عمده روش 

دهد. به عنوان مثال براي مدل، درجه آزادي اختصاص مي

 با مدل خطي  ny،. و 1y ،2yمشاهدات 

به صورت  MLواریانس خطا در روش 

باشد. گردد که اریب ميبرآورد مي 

برآورد واریانس  REMLکه در روش در حالي

است. مزیت دوم روش  

REML اي سنتي مانند این است که برآوردگرهANOVA 

ها هایي که دادهدر حالت ANOVAو با روش  کندرد نميرا 

شود، یكسان متعادل هستند و واریانس منفي برآورد نمي

ها نامتعادل هستند و داده گم شده است. در مواردي که داده

در آزمایش وجود دارد و همچنين واریانس منفي برآورد 

 ANOVAتر از یک روش مناسب REMLشود، روش مي

 .(Sahai and Miguel, 2004)است 

اریب  (REMLدر روش حداکثر درستنمایي محدود شده )

واریانس در روش حداکثر درستنمایي را با در نظر گرفتن 

 Lynch and) نمایدبرطرف مي µاشتباه حاصل از تخمين 

Walsh, 1998)( ميزاني که 66. با توجه به معادله )  از

شود برابر فاصله دارد و کمتر برآورد مي مقدار واقعي 

با در نظر گرفتن  باشد کهمي با ارزش مورد انتظار 

رابر ب اميد ریاضي، این ،هاي تصادفي و مستقل از همنمونه

(. بنابراین باشد )با واریانس ميانگين نمونه مي

 عبارت است از: REMLبرآورد واریانس به روش 

  (98)رابطه 

طور ملموس ميزان اریب مشخص نيست، زیرا در اینجا به 

مشخص نيست. در این مواقع به   ميزان قطعي

براي برآورد واریانس نياز است. در  هاي تكرارشوندهروش

ميزان اریب فقط قابل تخمين است. مقدار اوليه ( 98معادله )

است  Vنمایي برآورد واریانس با استفاده از حداکثر درست

اوليه براي برآورد بهتر شروع  که این ارزش 

1- Newton Raphson  
2- Score vector 
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واریانس عبارت است ، واریانس است. در دور دوم تخمين

 از:

  

 ،در صورت تكرارو 

  

 در نهایت،

  (99)رابطه 

شود که ختم مي جایيبه  خرین مرحله براي برآورد آ

پيشرفت زیادي نداشته باشد و مقدار ،الگوریتم

 برابر شود، در نتيجه با یک جایگزیني، 

  (100)رابطه 

 Lynch)ميزان برآورد نااریب واریانس است  ،که این مقدار

and Walsh, 1998). 

به منظور محاسبه  MLبراي بهبود روش  REMLروش 

درجه آزادي در برآورد اثرات ثابت پيشنهاد شده است. 

هاي مشاهده شده بر اساس تبدیل خطي داده REMLروش 

y گيرد. یكياند انجام ميکه اثرات ثابت از مدل حذف شده 

در  Kها براي این تبدیل، ضرب ماتریس ترین روشاز ساده

 Searle et)برقرار است  KX=0با شرط  Xماتریس طرح 

al., 2006)( به 50. استفاده از این تبدیل در مدل مختلط )

 صورت زیر است.

  (101)رابطه 

ها با براي باقيماند REMLه شده در استفادتابع درستنمایي 

فرض توزیع نرمال چند متغيره است. به طور کلي در 

بيني نااریب این مفهوم وجود دارد برآوردهاي بهترین پيش

قابل  yبه ازائ هر ضریب از متغيرهاي مستقل، متغير وابسته 

که  تعریف شده است Kبرآورد است. این ضریب در اینجا 

دله درستنمایي . معابرابر است با 

( و در 77در معادله ) Kبا محاسبه ضریب  REMLروش 

= X، ، نهایت با جایگزیني 

بر اساس اثبات  ، ، 

توان بيان داشت مي (Searle et al., 2006)سيرل و همكاران 

 که،

  102رابطه 

 
ميزان درجه آزادي مربوط به بخش ثابت است  rank(x)که 

 به REMLگردد. اجزا مدل که از درجه آزادي کل کم مي

 صورت زیر دو 
   
  

 شود.به صورت معادله زیر ارائه مي Pباشند که مي
 

                                         (103رابطه )

 (      104رابطه )

 

 

 

معادله براي  MLدر  90توان مشابه با رابطه در نهایت مي

 را نيز به صورت زیر نوشت. REMLبرآورد 

  (105)رابطه 
( این است 105) REML( با 88) MLتنها اختلاف معادله 

 ( داراي 88) رابطهاست اما  Pداراي  (105رابطه )که 

است با  MLمشابه  REMLاست. سایر محاسبات روش 

et al. Searle ,)گيرد قرار مي به جاي  Pاین تفاوت 

. برآورد اثرات ثابت و تصادفي از طریق مدل مختلط (2006

 .(Henderson, 1984)باشد به صورت زیر مي

  (106)رابطه 

در این تحقيق از دو صفت وزن دانه در مثال کاربردی: 

هاي سنبله و عملكرد دانه گندم براي محاسبات مولفه
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 هايآزمایش به صورت طرح بلوکواریانس استفاده شد. 

ژنوتيپ در سه تكرار اجرا شد  36کامل تصادفي با 

(Valizadeh, 2014)1393سال زراعي ها مربوط به . داده 
در مزرعه تحقيقاتي دانشكده کشاورزي دانشگاه لرستان 

باشد که در دو مي 12واقع در شهرستان خرم آباد، کيلومتر 

اجرا شد. در این تحقيق فقط خشكي   آزمایش نرمال و تنش

ژنوتيپ به  36ها هاي نرمال استفاده شد. در این دادهاز داده
گندم انتخاب و کشت  ژنوتيپ 112صورت تصادفي از بين 

شدند. بنابراین ژنوتيپ به صورت تصادفي در نظر گرفته 

شد. تكرار نيز به صورت تصادفي در نظر گرفته شد، لذا به 

 ،دليل تصادفي بودن تمامي فاکتورها، مدل این آزمایش

 REMLو  ANOVA ،MLتصادفي بود. از هر سه روش 
ه استفادهاي واریانس دو صفت مذکور مولفهبراي برآورد 

ارائه شد.  2هاي واریانس در جدول شد. نتایج برآورد مولفه

صفت عملكرد فاقد داده گم شده در آزمایش بود ولي صفت 
وزن دانه در سنبله داراي مشاهدات گم شده بود بنابراین 

هاي یک طرح نامتعادل بود. در این آزمایش از واریانس
 برآورد شده براي محاسبات واریانس فنوتيپي و

 پذیري عمومي بر مبناي تک بوته، استفاده شد.وراثت
ملكرد ع نتایج تجزیه به سه روش برآوردگر براي دو صفت

هاي بيان شده سه برآوردگر و وزن دانه در سنبله ویژگي
طور که مشاهده مذکور را تا حدودي مشخص کرد. همان

 ANOVAشود ميزان واریانس منابع تغيير در دو روش مي
 باشد.در صفت عملكرد مشابه هم مي REMLو 

در واقع اگر آزمایشات فاقد داده گم شده باشند و طرح 

د. باشمتعادل باشد، نتایج این دو برآوردگر مشابه هم مي

با نتيجه  REMLو  ANOVAهمچنين نتایج دو برآوردگر 
ML  واریانس درمتفاوت است که این دليل ناشي از اریب 

به صورت  (98رابطه )ت که در اس روش حداکثر درستنمایي

تئوري بيان شد. در صفت وزن دانه در سنبله به دليل داده 

گم شده، نتایج هر سه برآوردگر براي واریانس منابع تغيير 

گم شده  هايطور که بيان شد در دادهمتفاوت بود. همان
 ANOVAنسبت به روش   MLو  REMLهاي برآوردگر

هاي گم نيز در داده REMLو  MLبرتري دارند و از بين 

ر بر مقدار ووبرتري دارد. نوع برآوردگ REMLشده روش 

فنوتيپي و  انسواي ژنتيكي مانند واریووپارامتره

هاي گم شده تاثير گذار است، اگرچه پذیري در دادهوراثت

در این تحقيق این تفاوت اندک است ولي در تحقيقاتي که 

ایج نت ،ت دقيق دارندها زیاد است و نياز به محاسباحجم داده
توانند به محققين در گزینش و این برآوردگرها مي

 نژادي با دقت بيشتري کمک نمایند.هاي بهبرنامه

هاي واریانس به جهت راحتي و درک بهتر محاسبه مولفه

ارائه شده است که  SASیک برنامه  REMLو  MLروش 
به دو روش دستي و مرحله به مرحله در قالب ماتریس که 

 Procقرار گرفته و فرمان  IMLدر یک مدول تكرار شونده 

Mixed کند. این برنامه هاي واریانس را محاسبه مي، مولفه

این مقاله ارائه شده است. در این برنامه  Aدر ضميمه 

نوتيپ طراحي شدند هاي طرح بر اساس تكرار و ژماتریس
 Xو براي برآورد ميانگين از بردار یكان به جاي ماتریس 

 باشد.مشابه هم مي SASاستفاده شد. نتایج هر دو برنامه 

 گیرینتیجه
ذیري، پنژادگران گياه و متخصصين ژنتيک کمي وراثتبه 

هاي واریانس را به طور هاي ژنتيكي و مولفههمبستگي

یانس به روش حداقل مربعات عمومي بر اساس تجزیه وار

کنند. سپس ميانگين مربعات را با اميد ریاضي آن برآورد مي

هي واریانس( برابر قرار داده و )یک ترکيب خطي از مولفه

وند. شهاي واریانس به صورت توابع جبري برآورد ميمولفه

نامند ي نيز مياین روش برآورد را روش گشتاور

(Milliken and Johnson, 1992) قوانين استخراج .

هاي واریانس از اميد ریاضي ميانگين مربعات توسط مولفه

و به طور  (Steel and Torrie, 1997)استيل و همكاران 

 Hallauer et)هاي ژنتيكي توسط هالور اختصاصي در طرح

al., 2010) .ارائه شده است 

ها متعادل هستند، خطاي استاندارد در مواردي که داده

هاي واریانس به راحتي قابل برآورد است و روش هايمولفه

پذیري و حدود اطمينان زیادي براي برآورد ميزان وراثت

 ,.Holland et al)پارامترهاي ژنتيكي ارائه شده است 

هاي آزمایشات در کشاورزي به طور عمومي، طرح .(2003

نژادي گياهان متعادل هستند، اما واقعيت این است که و به

هاي ژنتيكي، محققين در خيلي از موارد به ویژه در طرح
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 شوند، یاها یا خانواده ميدچار کمبود بذر در برخي از لاین

 ممكن است یک کرت را از دست بدهند و یا داده گم شده 
 

 در دو صفت گندم REMLو  ANOVA ،MLبرآورد واریانس تكرار، ژنوتيپ و باقيمانده با سه روش  -2جدول 
Table 2. Estimation of replication, genotype and residual with ANOVA, ML and REML estimators in two 

characteristics of wheat 
 تغییر منبع

Source of 
variation 

 واریانس عملکرد دانه
Grain yield variance 

 واریانس وزن دانه در سنبله
Kernel weight per spike variance 

 برآوردگر
Estimator 

 آنوا
ANOVA 

حداکثر 
 درستنمایی

ML 

حداکثر درستنمایی 
 محدود شده

REML 

 آنوا
ANOVA 

حداکثر 
 درستنمایی

ML 

درستنمایی حداکثر 
 محدود شده

REML 
 تکرار
REP 

39724 25011 39724 0.01 0.00 0.00 

 ژنوتیپ
Genotype 

642759 619548 642759 0.83 0.75 0.80 

 باقیمانده
Residual 

1105858 1110443 1105858 2.63 2.65 2.65 

 واریانس فنوتیپی

 
1748617 1729991 1748617 3.460 3.400 3.450 

پذیریوراثت  
 

36.758 35.812 36.758 23.988 22.059 23.188 

 
به دلایل مختلف در مرحله کاشت، داشت و یا برداشت 

این نامتعادلي داده باعث تغيير ضرایب داشته باشند. 

شود هاي واریانس در اميدریاضي ميانگين مربعات ميمولفه

و منجر به از دست رفتن عدم استقلال بين ميانگين مربعات 

فاکتورها شود. اگرچه تغييرات ضرایب اميدریاضي ميانگين 

 Milliken)مربعات با استفاده از روش ميليكن و جوهانسون 

and Johnson, 1992)  قابل تصحيح هستند و ضرایب

هاي واریانس در اميدریاضي ميانگين مربعات درست مولفه

قابل محاسبه هستند  SASافزارهایي مانند با استفاده از نرم

(Rawlings et al., 2001)هاي تخميني . علاوه بر این روش

هاي آزمایشات با هاي گم شده در طرحبراي کنترل داده

ه از تجزیه کوواریانس توسط محققين ارائه شده است استفاد

(Nyquist and Baker, 1991; Steel and Torrie, 1997) .

هاي گم شده بهترین ها ممكن است در دادههمه این روش

برآورد نااریب را بدست بدهند؛ اما منجر به کمترین 

ع توزی ،. علاوه بر این ویژگينشوندواریانس برآورد شده 

خته شده نيست به طوري که برآوردهاي دقيق آنها شنا

پذیري آنها قابل اتكا نيست هاي واریانس و وراثتمولفه

(Milliken and Johnson, 1992) از طرفي حذف .

هایي که داراي داده گم شده هستند جهت رسيدن خانواده

 آورد.به داده متعادل بازدهي و دقت آزمایش ها را پایين مي

 (Searle et al., 2006)مكاران به عقيده سيرل و ه

هاي واریانس براي برآورد مولفه REMLو  MLهاي روش

هاي نامتعادل مفيدتر هستند، زیرا اصل درستنمایي که داده

فرض این دو روش قرار دارد داراي خصوصيات، در پيش

 ها است. این ویژگيیكنواختي، نرمال بودن مجانبي برآورد

ها و آزمون فرضيات پارامترها براي برآورد حدود اطمينان

بر  REMLو  MLمناسب است. از طرفي برآوردگرهاي 

ها استوارند، اما در مواردي که این مبناي نرمال بودن داده

ها زیاد نيست، مزیت فرضيات صادق نيستند و تعداد داده

شود، زیرا ویژگي مجانبي واریانس ها خنثي مياین روش

اد ها زیدارد که تعداد داده کواریانس زماني اعتبار بيشتر

 باشند.

نيازمند محاسبات زیادي هستند  REMLو  MLهاي روش

هاي تكرارشونده براي برآورد و عمدتا از الگوریتم

شود که این یكي از معایب هاي واریانس استفاده ميمولفه

شد. ولي امروزه به دليل نرم این دو روش محسوب مي

 MLافزارهاي پيشرفته این عيب وجود ندارد. در بين روش 

2

p

2

bh
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مثبت یكساني هستند هاي هر دو داراي ویژگي REMLو 

 MLباشند. در روش که بر مبناي حداکثر درستنمایي مي

 REMLشوند، اما در روش اثرات ثابت نيز برآورد مي

شود. حداکثر درستنمایي در بخش تصادفي مدل حاصل مي

هاي کوچک به اما به طور کلي برآورد پارامترها در داده

 REMLبا اریب همراه است ولي در روش  MLروش 

است یعني  ANOVAهاي متعادل مشابه رآوردها در دادهب

کمترین واریانس ممكن را دارا هستند. به طور کلي 

هاي واریانس در زماني که مولفه MLو  REMLهاي روش

د. گردنشوند توصيه ميمنفي برآورد مي ANOVAبه روش 

شود که هاي بزرگ و نامتعادل توصيه ميهمچنين در داده

 استفاده شود. REMLو  MLهاي درستنمایي مانند از روش
 

 

 

Appendix ضمیمه 

data exam; 

input REP Gen  KWS GY; 

cards; 

1 1 4.5 1808.33 

2 1 . 1786.84 

3 1 5 2405 

1 2 7.1 3792.5 

2 2 6.3 4684.21 

3 2 5.1 1847.5 

1 3 5.1 1991.94 

2 3 6.1 2405.26 

3 3 6.7 3237.5 

more data lines.... 

; 

proc iml; 

start reml(x,y,rand,init,variance,nr,n,cov,z1,z2,z3,model,neg); 

if nrow(neg)=0 then neg=j(nr,1,0); 

do i = 1 to nr; 

if init[i,]<0||neg[i,]=1 then do; 

init[i,]=0; 

neg[i,]=1; 

end; 

end; 

V=z1*init[1]*z1`+z2*init[2]*z2`+z3*init[3]*z3`; 

vi=inv(V); 

PY=vi*(y-x*sweep(x`*vi*x)*x`*vi*y); 

if model=1 then p=vi; 

else p=vi-vi*x*sweep(x`*vi*x)*x`*vi; 

info=j(nr,nr,0); 

ss=j(nr,1,0); 
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do i=1 to nr; 

Zi=design(rand[1:n,i]); 

do j=1 to nr; 

Zj=design(rand[1:n,j]); 

info[i,j]=trace(P*Zi*Zi`*P*Zj*zj`); 

info[j,i]=info[i,j]; 

end; 

ss[i]=(PY`*zi*zi`*PY); 

end; 

do i=1 to nr; 

if neg[i]=1 then do; 

info[i,]=j(1,nr,0); 

info[,i]=j(nr,1,0); 

ss[i]=0; 

end; 

end; 

cov=sweep(info); 

variance=cov*ss; 

finish reml; 

store module=(reml); 

use exam; 

read all; 

READ ALL VAR {GY} INTO y; 

READ ALL VAR {Rep} INTO Rep; 

READ ALL VAR {GEN} INTO GEN; 

n=nrow(y); 

x=j(n,1,1); 

e=(1:n)`; 

z1=design(rep); 

z2=design(gen); 

z3=i(n); 

rand=(rep||gen||e); 

nr=ncol(rand); 

init={1.5,.1,.5}; 

do iter=1 to 20; 

call reml(x,y,rand,init,variance,nr,n,cov,z1,z2,z3,2,neg); 

init=variance; 

end; 

covariace=cov*2; 

print variance,covariace; 

run; 
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quit; 

proc mixed data=exam method=REML asycov;/*REML can be changed to type1-3 or ML*/ 

class rep Gen; 

model gy=; 

random rep gen; 

run; 
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Abstract 
To conduct any breeding program, understanding of the genetic structure of traits and effect of 

environment and genetic by environment interaction as well as effects of random or fixed in the analysis 

of results is essential. Subsequently, analysis of variances and variance components are important in 

plant and animal breeding. The ANOVA is one of the best estimators for variance components. But this 

estimator is not preferred to maximum likelihood (ML) and Restricted Maximum Likelihood (REML) 

methods when variance components are negatively estimated and unbalanced datasets arise. Therefore, 

the objective of this research is a review of comparison of estimates of variance components using 

ANOVA, ML and REML method in linear mixed models using experimental data. 

Keywords: Estimation, Analysis of Variance, Maximum Likelihood, Restricted Maximum Likelihood, 

Variance components, Regression 
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